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o f t h e p r o t o e o l f o r m i l l io n a i r e s ’

p or b le m
.

I t n e e d s t o

i n v o k e m i l lio n a i r e s ’

p or t o e o l 4 t im e s t o d e t e r m i n e

w h e t h e r o r n o t P i任 G
.

T h e p or t o e o l 15 v e r y d i f f ie u lt

t o e x e e u t e fo r i t s h ig h e o m p u t a t i o n a l e o nr p le x i t y
.

00000 1 2 3 4 5 6 7 888

00000 0 1 3 6 1 0 1 5 2 1 2 8 3 666

11111 2 4 7 1 1 1 6 2 2 2 9 3 7 4 666

22222 5 8 1 2 1 7 2 3 3 0 3 8 4 7 5 777

33333 9 1 3 1 8 2 4 3 1 3 9 4 8 5 8 6 999

44444 14 19 2 5 3 2 4 0 4 9 5 9 7 0 8 222

So l u t i o n t o er
c t a n g l e

一

i n t e sr e e t i o n P r o b l e m

( S o l u t i o n Z )
.

[ 1 3〕

n o t

T h is e n e o d i n g 15 e a ll e d C a n t o r e n e o d i n g 〔1 5了

w h i e h 15 u s e d t o e n e o d e t h e P o i n t s w i t h n a t u r a l n u m
-

b e r e o o r d i n a t e s i n t h is P a Pe r
.

2
.

2 P r iv a e y
一

P r e s e r v i n g P
r o P e r t y

T h e s o l u t i o n fo r d e t e r m i n i n g w h e t h e r o r

r e e t a n g l e G l i n t e r s e e t s G Z p r o e e e d s a s f o l lo w s :

oF
r i = 1

,

2
,

3
,

4
,

lA i e e a n d B o b p r iv a t e ly d e t e r -

m in e w h e t h e r t h e i
一
t h e d g e o f G I i n t e r s e e t s 少

一 t h

( , = 1
,

2
,

3
,

4 ) e d g e o f G Z
·

I f t h e r e 15 a p a i r ( i
,

少 ) s u e h t h a t t h e i
一 t h e dg e o f

G 1 i n t e r s e e t s j
一
t h ( j = 1

,

2
,

3
,

4 ) e dg e o f G Z ,
t h e n

G 1 i n t e r s e e t s G Z , o t h e r w i s e t h e y d o n o t in t e r s e e t
.

I t

n e e d s t o i n v o k e m i l li o n a i r e s ’
p r o t o e o l 4 t im e s t o d

e -

t e r m i n e w h e t h e r o r n o t o n e e dg e i n t e r s e e t s a n o t h e r

e d g e , 5 0 i t n e e
d s t o i n v o k e m i l li o n a i r e s ’

p r o t o e o l 6 4

t i nr e s t o d e t e r m i n e w h e t h e r o r n o t a r e e t a n g le i n t e r -

s e e t s a n o t h e r r e e t a n g l e
.

M i l li o n a i r e s ’
p r o t o e o l 15

b a s e d o n p u b l ie k e y a l g o r i t hm
, a n d i t 15 v e r y i n e f f i

-

e i e n t e o m p a r e d w i t h t h e p r o t o e o l s b a s e d o n s y m m e t r i e

k e y a lg o r i t h m
.

M o r e o v e r ,

i t e a n n o t s o lv e t h e p r o b
-

l
e
m s i n t h e e a s e t h a t G l 15 t o t a ll y i n s i d e G Z o r G Z 15

t o t a l l y i n s i d e G l
.

s e m i- h o n e s t p a r t i e s [4 ]
.

o u r w o r k a s s u m
e s t h a t

a l l p a r t ie s a r e s e m i
一

h o n e s t
.

G e n e r a l l y s p e a k i n g
, a s e -

m i
一

h o n e s t p a r t y 15 o n e w h o f o l l o w s t h e p r o t o e o l p or p
-

e r l y w i t h t h e e x e e p t i o n t h a t i t k e e p s a r e e o r
d o f a ll i t s

i n t e r m e d ia t e e o m P u t a t io n s a n d m i g h t t r y t o d e r i v e

o t h e r p a r t i e s ’
p r iv a t e i n p u t s f

r o m t h e r e e o r d
.

P or p o -

s i t io n 2
.

1
.

3 in [ 4 」 s a y s t h a t i f 二 15 a p r o t o e o l f o
r

e o m p u t in g a f u n e t io n a l i t y f
,

t h e n 二 p r i v a t e
l y e o m

-

p u t e s f if a n d o n ly i f 二 s e e u r e ly e o m p u t e s f i n a s e m i
-

h o n e s t m o d e l
.

R e f
.

仁4 ] a l s o Sh o w S t h a t a n y p or
t o e o l

,

s e e u r e i n t h e s e m i
一

h o n e s t m o d e l
, e a n b e t r a n s f o

r
m e d

i n t o a p r o t o e o l w h i e h 15 s e e u r e a g a i n s t a n y f e a s i b le a d
-

v e r s a r ia l b e h a v io r
.

s 〔 , a l l SM C s o lu t i o n s f o e u s o n s e -

m i
一

h o n e s t Pa r t i e s , 5 0 a r e o u r s o lu t io n s i n t h is p a p e r
.

n e ir n i t i o n i [ 4」
.

s u p p o s e t h a t t h e p a r t ie s p a r t i e i
-

p a t i n g t h e s e e u r e t w o 一

p a r t y e o m p u t a t i o n a r e A l i e e a n d

B o b
.

2 P r e l i m i n a r i e S

E n e o d i n g e o o r d i n a t e s o f a p o i n t

OT
s o l v e p o i n t s i n e l u s i o n p or b l e m o f r e e t a n g l e

,

n e e d a f u n e t i o n h :
N 只 N ~ N

,

w h e r e N 15 t h e

( i ) L e t f = ( f l ,

九 ) b e a s e e u r e t w o 一

p a r t y c o m
-

p u t a t io n a l p or b a b il i s t i e p o ly n o m i a l
一
t im e f u n e t i o n , a n d

d e
no t e t h e p r o t o e o l fo r e o m p u t i n g f b y 二

.

A l i e e ( r e -

sp
.

,

B o b )
,

h o ld i n g i n p u t x ( r e s p
. ,

y )
,

w i s h e s t o

o b t a i n t h e f i r s t ( r e s p
. , s e e o n d ) e l e m e n t i n f ( x

,
夕 )

,

d e n o t e d b y f l ( x
,
y ) ( r e s p

. ,

九 ( x
,
y ) )

.

J.1

e

,白幼

s e t o f n a t u r a l n u m b e r s
.

D e f i n e h ( x
,
夕 ) a s ( 11) T h e v ie w o f lA ie e ( r e s p

. ,

B o b ) d u r i n g a n

e x e e u t i o n o f 二 o n in p u t ( x
,
夕 ) d e n o t e d b y 兀

v ze w - ( 二

1

ml,h ( x
,
y ) 二

{
h ( 0

,

0 ) 一 0

之“ (0, 1 ) = 1

1
“ ( x

,

1 , 一 “ ( x

飞h 又x
,
y 夕 = h ( x

一 1
,

1 ) + 1

,
y 一 1) + x + y

.

夕 ) ( r e s p
. , 万

v 之e w Z ( x
,
夕 ) ) 15 ( x

, 二 1 …
, 。 ;

: )

( 2 )

I t e o n s t r u e t s a l
一

1 m a p p i n g b e t w e e n a p a i r o f n a t u r a l

n u m b e r s a n d a s i n g l e n a t u r a l n u m b e r
.

T h e e n e o d i n g

( r e s p
. ,

( ,
, 二 , ,

m ;
,

…
,

m : ) )
,

w h e r 。 二 ` ( r Z ) r e p r e -

s e n t s t h e o u t e o m e o f iA i e e ’ s ( r e s p
. ,

B o b
’ S ) i n t e nr a l

e o i n t o s s e s , 。 n d m { (
r e s p

. ,

m { )
r e p r e s e n t , : h。 *

一
t h

m e s s a g e A li e e (
r e s p

, ,

B o b ) h a s r e e e iv e d
.
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x np uts :
Se tA ={a l , a Z ,

…
, a m

}
a n d s e t B =

{ b , ,

b Z ,

…
,

b
。

o u t p u t
:

}A 自 B 1
.

i ) A li e e a n d B o b n e g o t ia t e a e o m m u t a t i v e e n -

e r y p t io n s e h e m e a n d t h e i r p r iv a t e k e y s a ,

b
.

11) lA i e e a n d B o b C o m p u t e E
。

( A ) = { E
。

( a , )
,

E
。

( a Z )
,

…
,

E
。

( a m ) } a n d E 。 ( B ) 二 } E 。 ( 占1 )
,

E 。 ( 占2 )
,

…
,

E 。 ( b
,

) } r e s p e e t i v e l y
.

A n d t h e n e x -

e h a n g e t h e i r r e s u l t S E
。

( A )
,

E 。 ( B )
.

A l i e e c o m P u t e S E
。

( E 。 ( B ) )
E

。

( E 。 ( b
,

) ) } a n diii)

( 111) T h e o u t p u t o f lA ie e ( r e s p
.

,

B o b ) d u r i n g a n

e x e e u t i o n o f 二 o n ( x
,
少 ) 15 d e n o t e d b y o u t户u t

贾( x
,

夕 ) ( r e s p
, , o u r户u t歹( x

,
夕 ) )

.

SM C w it h r e s p e e t t o s e m i
一

h o n e s t p a r t i e s
.

W
e

s a y t h a t 二 p r i v a t e l y e o m p u t e s f
,

if t h e r e e x i s t p o l y on
-

m i a l
一
t im e a lg o r i t h m s d e ir o t e d b y 5 1 a n d 5 2 s u e h t h a t

} ( s , ( x
,

f l ( x
,
夕 ) )

,

f2 ( x
,
夕
川

二
,
, 。 } o

,

, }
·

全 } ( v * e w 至( x
,
夕 )

, o u t户u t二( x
,

夕 ) ) }
二

,
, 。 {。

,

, }
` ,

( 3 )

} ( f l ( x
,
夕 )

,

5 2 (夕
,

f2 ( x
,
少 )川

二
,
, 。 {。

,

1 }
`

全 { (
。 u ,力u :

至( x
,
夕 )

, 二 i
e
二二( x

,
夕 ) ) }

,
,
, 。 {。

,

1 }
` ,

( 4 )
w h e r e 全 d e n o t e s e o m p u t a t i o n a l i n d i s t i n g u i s h a b i li t y

.

{E
。

( E 。 ( b l ) )
,

E
。

( E 。 ( b Z ) )
,

…

s e n d s t h e r e s u l t t o B o b
.

3 S o l U t i o ll S

B a s i e i d e a
.

T h i s s e e t i o n a im s a t s o l v i n g t h e SM C

p r o b l e m s o f p o i n t
一

i n e l u s i o n a n d i n t e r s e e t io n o f
r e e t a n -

g l e s
.

T h e t h o u g h t 15 v e r y s t r a ig h t f o r w a r d
;

R e e t a n g l e G 15 a n in f i n i t e s e t o f Po i n t s o n a

p l a n e, a n d Po i n t s e t P e o n s is t s o f m p o i n t s o n t h e

s a m
e p l a n e

.

I f P
;

任 G
,

t h e n P i 15 i n s
i d e

G
.

T h e k e y

P or b l e m h e r e 15 t h a t G 15 a n i n f in i t e s e t
, a n d i n o r d

e r

t o d e t e r m i n e w h e t h e r o r n o t P i e G
,

i t m u s t b e

t r a n s fo r m e d i n t o a f i n i t e s e t
.

R e e t a n g l e s G i a n d G Z a r e t w o in f i n i t e s e t s o f

p o i n t s o n a p l a n e , a n d i f t h e i r i n t e r s e e t i o n S e t G l 自

G Z并势
, t h e n G I i n t e r s e e t s G Z : o t h e r w is e ,

G l d o e s

n o t i n t e r s e e t G Z
.

I n o r d e r t o p r iv a t e l y e o m p u t e

iv ) B o b C o m p u t e S E 。 ( E
。

( A ) ) = }E 。 ( E
。

( a l ) )
,

E 。 ( E
。

( a Z ) )
,

…
,

E 。 ( E
。

( a , ) ) }
, a n d {A 自B {

.

C l e a r l y
,

】E , ( E
。

( A ) )自 E
口

( E 乡 ( B ) ) { = {A 自
B }

.

I f 】E 乃 ( E
。

( A ) )门 E
二

( E。 ( B ) ) { = m i n (爪
, n )

,

t h e n e i t h e r A 任 B o r A D B : i f I E 。 ( E
。

( A ) ) 自
E

。

( E 占 ( B ) ) } = 走( 0 < 走 < m in ( m
, n ) )

,
t h e n A 门 B

半必; if 】E 占 ( E
。

( A ) ) 自 E
。

( E 杏 ( B ) ) 1二 0
,

t h e n

A 门B = 笋
.

If m i n ( m
, n ) = 1

,
t h i s s e h e m e d e g e n e r a t e s t o a

S M C s e h e m e d e t e r m i n i n g w h e t h e r o r n o t a s p e e i a l e l
-

e m e n t b e l o n g s t o a g iv e n s e t
,

t h a t 15 t h e s e t
一

i n e l u
s i o n

p r o b l e m
.

3
.

2 oS l u t i o n t o r e e t a n g l e i n e l u s i o n p r o b l e m

w h e t h e r o r n o t P * 任 G a n d G , 自 G Z

一小
, r e e t a n g le s

m u s t b e t r a n s f o r m e d i n t o f i n i t e s e t s
.

5 0 t h e f o l l o w i n g

w o r k w i l l f o e u s o n h o w t o t r a n s f o
r
m a n in f i n i t e s e t i n

-

t o a f i n i t e s e t
.

T h i s e a n b e r e a l i z e d b y C a n t o r e n e o d
-

i n g a n d s o m e s p e e ia l t e e h n i q u e w h ie h w il l b e d i s e u s s e d

la t e r , a n d t h u s i n d u e e s t h e p r o b le m s o f r e e t a n g l e t o

t h e p r o b l e m s o f s e t s
.

S o l u t i o n t o s e t i n t e r s e e t i o n p r o b le m

C o n v e n t i o n W h a t

s e t 15 t h a t e n e r y P t

、 V e 1 l l e a fl b y s a y i n g e n e r y p t
-

a l l i t s e l e m e n t s o n e b y O n e

t h a t 15
,

i f A = } a l , a Z ,

…
, a ,

IE ( a , )
,

E ( a Z )
,

…
,

E ( a 。

) }
.

t h e n E ( A ) =

W
e s t a r t w i t h s o lv i n g t h e s e t i n t e r s e e t io n p r o b

-

le m
, a n d t h e n s o l v e t h e S M C p r o b le m o f p o i n t in e l u

-

s io n a n d i n t e r s e e t io n o f r e e t a n g le s
.

So l u t i o n 3
.

S e t
一

i n t e sr e e t io n P r o b l e m P r o t o e o l
.

T h e t h o u g h t o f t h i s s o l u t i o n 15 a l s o s t r a ig h t f o r -

w a r d
.

P a r t it io n t h e r e e t a n g l e i n t o g r id s , a n d t h e n

m a k e e o o r d i n a t e t r a n s f o r m a t i o n s u e h t h a t e o o r d i n a t e s

o f a ll g r i d n o d e s a r e p a i r s o f n a t u r a l n u m b e r s
.

In t h e

n e w e o o r d i n a t e s y s t e rn
,

t h e e o o r d i n a t e s o f P a r e

{尸 1 (二 ;
,
y
; )

,

尸 2 ( x ;
,
:
; )

,

…
,

尸、 (二二
,

,
二) }

, 。 n d t h e

e o o r d i n a t e s o f b o t t o m l
e
f t ( r e s p

. ,
t o p r i g h t ) v e r t e x o f

G i。 G , (二 ;
,
y
; ) ( r e s p

. ,

G , (二 ;
,
,
; ) )

.

W
e r e p r e s e n t

e v e r y g r i d w i t h t h e e o o r
d i n a t e s o f i t s b o t t o m l e f t

n o d e
.

x f 。 p o i n t 尸、 (二 :
,
,
: ) ( o < ,簇 m ) i。 i n s id。

r e e t
-

a n g l e G
,

t h e n i t m u s t b e i n s i d e o r o n a g r i d
, a n d t h u s

( 〔二 : ]
; 〔,

: ] ) e q u a l s bo t t o m l e f t v e r t e x e o o r d i n a ` e o f

t h is g r i d
.

T h e w h o l e er e t a n g l e e a n b e r e p r e s e n t e d b y

a f i n i t e s e t G
’

o f a ll i t s g r i d
’ 5 b o t t o m l e f t n o d e e o o r -

d i n a t e s
.

A l i e e a n d B o b u s e h ( x
,
夕 ) t o r e s p e e t i v e l y

t r a n s f o r m S e t S P
,

G i n t o n a t u r a l n u m b e r S e t S T ( P )
,

T ( G )
.

T h is p r o b l e m is t h u s i n d u e e d t o t h e p r o b l e m

o f S e t in t e r s e e t io n p r o b l e m
, a n d i f ! T ( p ) 门 T ( G ) }
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2 5 0 06

=i( 0( i( m)
,

ht en t be er aer 1 po inst of 尸 insl de G
.

sA
s u m e ,

w i t h o u t 10 5 5 o f g e n e r a l i t y
, t h a t a ll t h e

p o i n t s o f P a n d G a r e in t h e f i sr t q u a d r a n t
.

T h e l o e a -

t io n r e l a t i o n b e t w e e n t h e s e p o i n t s a n d t h e r e e t a n g le 15

s h o w n i n F i g
.

1
, a n d C a n t o r e n e o d i n g m e t ho d a n d t h e

s o l u t io n a r e s h o w ir i n F i g
.

2
.

lA i e e a n d B o b e a n t r a n s -

fo r m G i n t o a n a t u r a l n u m b e r s e t T ( G ) a s f o l l o w s
.

y

G

F i g
.

1
.

T h
e r e l a t ion b e t w e en p o in t s a n d t h

e r e e t a n g l
e

F i g
.

2
.

T h
e 一l l

u s t r a t i o n o f t h
e s o l

u t i o n t o
即 i n t

一 I n e
l u s i o n p or b lem

1 ) A l i e e r a n d o m l y c h oo s e s t w o i n t e g r a l n u m b e r s

户
, 。 ( 2簇户镇 10

,
一 10越 。镇 1 0 )

, a n d e o m p u t e s

工
r
一 工 l

3 ) S u p p o s e ,

i n t h e n e w e o o r d i n a t e s y s t e m
,

t h 。 。 o o r d i n a t e 。 。 f 尸 。 r 。 (二 :
,

,
: ) (一毛 i簇 m )

,

t h a t

a n d

U 工 =

t h e C o o r d in a t e S o f t h e b o t t o m le f t ( : e s p
. , t o p r ig h t )

P
v e r t e 、 。 f G 。 r 。 (二 ;

,
,
; ) (

r e s p
. ,

( x :
,
:
; ) )

.

y
r
一 y l

u 少 =
P

4 ) P a r t i t io n r e e t a n g l
e

G i n t o g r i d s w i t h li n e s

lr

X
ILù( x , 一 q

·

哟
,

yl 一 q

2 ) A li e
e a n d B o b t a k e p o i n t

.

况 v

( x l
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